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1 Principes de la Mécanique Quantique

1.1 Historique et interprétations

En 1900, Max Planck introduit (sans y croire d'un point de vue physique) l'idée
de la quanti�cation de l'énergie en proposant une formule pour le spectre (éner-
gie en fonction de la fréquence) du corps noir. Dans son calcul, il écrit E = hν
(les échanges d'énergie sont quanti�és : ne peuvent être que des multiples de hν).
Albert Einstein, dans son premier article de 1905, prend au sérieux l'article de
Planck et postule que la lumière elle-même était constituée de �quanta d'énergie�.
La constante de Planck, après avoir fait son entrée dans la lumière, se trouve ensuite
introduite dans la matière. En 1913, Niels Bohr propose un modèle de l'atome d'hy-
drogène, contraire à la mécanique classique, qui explique la stabilité et l'existence
de raies spectrales de l'atome d'hydrogène. La physique quantique moderne naît
pendant les années 1925 et 1926, lorsque Werner Heisenberg et Erwin Schrödinger
développent respectivement la mécanique des matrices et la mécanique ondulatoire,
que Paul Dirac démontrera comme étant équivalentes.

Un des préceptes de la mécanique quantique est que le fait de mesurer per-
turbe le système d'une manière imprédictible. Par conséquent, des mesures sous les
mêmes conditions ne donneront pas le même résultat. Ceux-ci suivent, néamoins,
une distribution de probabilité qui évolue déterministement tant que les mesures
ne sont pas faites. Cette interprétation de la mécanique quantique a été introduite
par Niels Bohr et est appelée Interprétation de Copenhague. Elle permet d'ex-
pliquer la dualité onde-corpuscule.

Pendant longtemps, Albert Einstein et d'autres, ont refusé cette interpréta-
tion (de Copenhague) de la physique quantique. Ils ne doutaient pas de l'e�cacité
opératoire de la mécanique quantique mais ils pensaient que la description statis-
tique des états était due à l'incomplétude de la physique quantique et qu'il existait
des variables cachées avec lesquelles les états ne serait plus décrits de manière sta-
tistique. C'est ce que l'on a appelé l'Interprétation des variables cachées.
Cette interprétation est née suite à un débat (congrès Solvay de 1927) entre Albert
Einstein et Niels Bohr pendant lequel Einstein aurait déclaré �Dieu ne joue pas aux
dés� (�Gott würfelt nicht�) et Bohr aurait répondu �Mais qui êtes-vous pour dire à
Dieu ce qu'il doit faire ?�.
Quelques temps plus tard, en janvier 1935, Einstein a répondu par l'article EPR
co-écrit avec Boris Podolsky et Nathan Rosen dans lequel l'expérience de pensée
évoquée devait réfuter l'interprétation de Copenhague. 30 ans plus tard, David
Bohm propose une nouvelle expérience dans laquelle les observables ne sont plus à
spectre continu mais discret (il considère le spin). Aujourd'hui, on ne voit plus de
paradoxe dans cet article grâce à ce que l'on appelle la non-séparabilité quantique.

Dans ce TER, nous allons voir comment le spin apparaît lorsque l'on intro-
duit la théorie des représentations.
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1.2 Formalisation mathématique

Dé�nition 1.1. Soit E un espace vectoriel complexe.
Soit φ une application de E × E dans C.
On dit que φ est une forme sesquilinéaire sur E si et seulement si φ est linéaire
par rapport à la deuxième variable et semi-linéaire par rapport à la première i.e.
pour tout (x, y) ∈ E2 :

� y 7→ φ(x, y) est linéaire
� x 7→ φ(x, y) est semi-linéaire c'est-à-dire

φ(λx1 + x2, y) = λφ(x1, y) + φ(x2, y),

pour tout λ ∈ C, (x1, x2) ∈ E2.
On dit que φ est hermitienne si elle véri�e la "symétrie hermitienne" :

φ(y, x) = φ(x, y).

Un produit scalaire hermitien est une forme sequilinéaire, hermitienne, dé�nie,
positive.
Un espace de Hilbert (complexe) est un espace vectoriel complexe muni d'un produit
scalaire hermitien 〈 . | . 〉 et qui est complet.

Dé�nition 1.2. On dit qu'un espace de Hilbert est séparable s'il possède un sous-
ensemble au plus dénombrable dense.

1.2.1 États

On considère, désormais, H un espace de Hilbert complexe et séparable, muni d'un
produit scalaire 〈|〉.

Dé�nition 1.3. Soient K un corps et V un K-espace vectoriel, V 6= {0}.
Si x, y ∈ V \ {0}, on dé�nit la relation d'équivalence ∼ par

x ∼ y ⇐⇒ ∃λ ∈ K∗ | y = λx.

L'espace projectif associé à V est

P (V ) = V \ {0}/ ∼ .

Dé�nition 1.4 (Etat). Un état est un élément de l'epace projectif P (H). Il s'écrit

[ψ] = {c.ψ | c ∈ C∗}, ψ ∈ H \ {0}

Dé�nition 1.5. Soit f ∈ H. Le B-rayon
·
f engendré par f est l'ensemble des

vecteurs fτ où τ ∈ C est un scalaire de module 1. La norme d'un B-rayon
·
f est

|
·
f | = ||f ||, où ||f || =

√
〈f |f〉. Un rayon unitaire est un B-rayon de norme 1.

Proposition 1. Tout B-rayon s'écrit
·
f = ρ

·
e où ρ ≥ 0 et

·
e est un rayon unitaire.

De plus, si ρ 6= 0, alors
·
e est unique.

Preuve. Soit
·
f un B-rayon. Posons ρ = ||f || qui ne dépend pas du représentant

choisi et e = f/||f ||. Alors,
·
f = ρ

·
e.
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Proposition 2. Chaque état est déterminé par un unique rayon unitaire.

Preuve. Soit B l'ensemble des B-rayons et ∼ la relation d'équivalence dé�nie plus
haut.

L'application H∗ → B donnée par v 7→
·
v
||v|| passe au quotient : si v ∼ w alors il

existe c ∈ C∗, v = c.w et
·
w
||w|| =

·
c
|c|

v
||v|| =

·
v
||v|| .

On obtient alors une bijection
P (H)

∼−→ B

1.2.2 Observables

Dé�nition 1.6. Soient H et H′ deux espaces de Hilbert sur C, avec des produits
scalaires 〈 | 〉H et 〈 | 〉H′ respectivement. Toute application continue T : H → H′
s'appelle un opérateur (borné).

Notation. Pour alléger les écritures, l'image d'un vecteur x ∈ H par l'opérateur T
sera noté Tx.

Théorème 1. Si T : H → H′ est un opérateur linéaire, alors il existe un unique
opérateur T ∗ : H′ → H tel que

∀x ∈ H, ∀y ∈ H′, 〈Tx, y〉H′ = 〈x, T ∗y〉H.

L'opérateur T ∗ s'appelle l'adjoint de T .

Preuve. Voir [Bre83][Partie 2.6].

Dé�nition 1.7. Si T : H → H est un opérateur tel que T ∗ = T , alors il est dit
auto-adjoint.

Dé�nition 1.8 (Observable). Une observable (une grandeur physique) est un
opérateur auto-adjoint Â de H.

Le sens de cet opérateur est de donner la possibilité de décomposer un état quan-
tique quelconque ψ en une combinaison linéaire d'états propres, chacun de ces états
propres étant un état possible résultant de l'opération de mesure.

On supposera par la suite que H est de dimension �nie.

Proposition 3. En dimension �nie, un endomorphisme auto-adjoint Â d'un es-
pace hermitien est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.

Preuve. Montrons tout d'abord que toutes les valeurs propres de Â sont réelles.
Soit a une valeur propre de Â associée à ψ. Alors,

ā〈ψ|ψ〉 = 〈Âψ|ψ〉 = 〈ψ|Âψ〉 = a〈ψ|ψ〉,

où l'on a utilisé la linéarité pour la première égalité, le fait que Â est auto-adjoint
pour la deuxième égalité et la semi-linéarité pour la troisième. Un vecteur propre
étant par dé�nition non nul, a est réelle.
Finissons la preuve par récurrence.
Si a une valeur propre de Â, ψ un vecteur propre associé à a et F = C.ψ alors F⊥

est stable par Â. En e�et, si ψF⊥ ∈ F⊥, alors ∀ψF ∈ F ,

〈ÂψF⊥ |ψF 〉 = 〈ψF⊥ |ÂψF 〉 = a〈ψF⊥ |ψF 〉 = 0.
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Ainsi, Â se restreint en un endomorphisme autoadjoint de F⊥, pour lequel (par
hypothèse de récurrence) il existe une base orthonormée propre. On conclut en
complétant celle-ci par ψ.

Dé�nition 1.9. Soit Â une observable. On pose {ai | i ∈ I} l'ensemble de ses
valeurs propres et {ψi | i ∈ I} celui de ses vecteurs propres qui forment une base
orthonormée de H. (I est �ni)
La probabilité de mesurer ai0 , sachant que le système est dans l'état ψ =

∑
i∈I〈ψ|ψi〉ψi,

est
Pψ(Â = ai0) = |〈ψ|ψi0〉|2.

Remarque. Dans cette �gure, les droites sont des droites complexes, elles renferment
deux dimensions réelles.

Remarque. En physique, on dit d'habitude que après avoir mesuré disons ai, le
système est dans l'état ψi et plus dans son état ψ initial. C'est ce que l'on appelle
la réduction du paquet d'onde.

Remarque fondamentale. Il faut faire attention au fait suivant : en mécanique quan-
tique, les états sont déterminés avec une précision maximale. Il est faux de dire que
nous ne pouvons connaître les états qu'avec une certaine probabilité. Le caractère
statistique des états est entièrement intrinsèque et le fait de faire une mesure sur
un système change l'état du système.
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1.3 De la mécanique classique à la mécanique quantique

Une expérience connue est l'expérience d'Otto Stern et de Walther Gerlach.
Réalisée en 1922, elle met en évidence l'existence du spin. Elle consiste à faire pas-
ser des atomes d'argent (de moment magnétique nul) dans un champ magnétique
qui devrait donc n'avoir aucune in�uence. Ce n'est pas ce que l'on observe : on
introduit donc une observable appelée spin qui est comparable à un moment ci-
nétique intrinsèque. Seulement, après le champ magnétique, le faisceau d'atomes
d'argent se sépare en deux faisceaux : les atomes d'argent ont donc deux états de
spin possibles (−1/2 et 1/2). L'analogie avec un moment cinétique intrinsèque est
donc limitée (celui-ci pourrait prendre n'importe quels valeurs).

Dans cette expérience, comme dans celle de Bohm, la dimension est �nie : le spin ne
peut prendre qu'un nombre �ni N de valeurs. La transition du classique au quan-
tique s'est faite en passant d'une algèbre commutative aux éléments réels d'une
algèbre complexe munie d'un involution ∗ ; les éléments réels étant les éléments
�xes par ∗. Nous allons formaliser cela par la suite. C'est cette structure plus riche
qui permet de voir émerger de nouvelles notions comme le spin et d'expliquer des
expériences comme celle de Stern et Gerlach.

Mécanique classique Mécanique quantique
Espace ensemble XN à N élts espace de Hilbert CN
Etats point of XN points de P (CN )
Observables fonction réelle sur XN matrice N ×N hermitienne
Espace des observables R-algèbre �réels� d'une C-algèbre
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1.4 Représentations

Dé�nition 1.10. Soit K un corps commutatif. Une K-algèbre (associative, non
unitaire) est une structure algébrique (O,+, ·, µ) telle que :

1. (O,+, ·) est un espace vectoriel sur K
2. La loi µ est dé�nie de O ×O dans O (loi de composition interne)

3. La loi µ est associative.

4. La loi µ est bilinéaire.

Dé�nition 1.11. Soient (A, ∗A) et (B, ∗B) deux algèbres complexes involutives.
f : (A, ∗A)→ (B, ∗B) est un morphisme d'algèbre si :

1. ∀(x, y) ∈ A2, f(x+A y) = f(x) +B f(y),

2. ∀(x, y) ∈ A2, f(x×A y) = f(x)×B f(y),

3. ∀x ∈ A, ∀λ ∈ C, f(λ ·A x) = λ ·B f(x),

4. f(1A) = 1B.

Dé�nition 1.12. Soit O est une algèbre complexe et µ sa multiplication.
L'algèbre opposée à O est notée Oop est le C-espace vectoriel O muni de la multi-
plication µ′ dé�nie par µ′(x, y) = µ(y, x).
L'algèbre conjuguée à O est O = {x̄|x ∈ O} muni des lois :

� x̄+ ȳ = x+ y

� λ · x̄ = λ̄ · x
� µ(x̄, ȳ) = µ(x, y)

Remarque. L'algèbre conjuguée à O se distingue de O uniquement par sa multipli-
cation par un scalaire.

Dé�nition 1.13. Soit (O, µ) une algèbre complexe. On appelle involution un mor-
phisme d'algèbres ∗ : O → Oop tel que ∗(∗(x)) = x pour tout x ∈ O.

Notation. On notera parfois ∗(x), x∗.

Exemple. Soit V un espace de Hilbert. End(V ) est une algèbre involutive, son
involution est M 7→M∗ =t M̄ .

Dé�nition 1.14. Soient (A, ∗A) et (B, ∗B) deux algèbres complexes involutives.
f : (A, ∗A)→ (B, ∗B) est un morphisme d'algèbre involutive si :

1. f est un morphisme d'algèbre,

2. f ◦ ∗A = ∗B ◦ f

Dé�nition 1.15. Soit (O, ∗) une algèbre complexe involutive.
Une représentation de O dans un espace de Hilbert V est un morphisme d'algèbres
involutives

π : O → End(V ).

Remarque. Essentiellement, une représentation concrétise un objet algébrique abs-
trait en décrivant ses éléments par des matrices et les opérations sur ces éléments
en termes d'addition matricielle et de produit matriciel.

Dé�nition 1.16 (État). Soit une ρ ∗-représentation d'une algèbre complexe invo-
lutive O dans un espace de Hilbert H. Pour tout vecteur unitaire ψ ∈ H, on dé�nit
l'état correspondant à ψ par l'application λψ : O → C donnée par a 7→ 〈ρ(a)ψ|ψ〉
pour tout x ∈ O.
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Dé�nition 1.17. Soit (O, ∗) une algèbre complexe involutive. Les éléments réels
de O sont les éléments x ∈ O véri�ant x∗ = x.

Si O est une algèbre complexe munie d'une involution ∗ (ses éléments réels sont les
observables), alors on peut identi�er chaque état du système à une fonctionnelle

λ : a 7→ λ(a)

Si a est une observable, λ(a) est la valeur de a attendue dans l'état considéré.
λ est linéaire, positive (car si a est une observable, a∗ = a et λ(a∗a) ≥ 0).
C'est ce que l'on peut retrouver dans l'ouvrage suivant [Var04].
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2 Symétries et Représentations projectives unitaires

On considère toujours H, un C-espace de Hilbert séparable, muni d'un produit
scalaire 〈 | 〉.

2.1 Symétries

Dé�nition 2.1. Pour tout ψ ∈ H non nul, on considère [ψ] le point de P (H) qu'il
dé�nit.

Noter que l'application p : P (H)2 → R donnée par ([ψ], [ψ′]) 7→ |〈ψ,ψ′〉|2
||ψ||2||ψ′||2 est bien

dé�nie car

p([cψ], [c′ψ′]) =
|c|2|c′|2|〈ψ,ψ′〉|2

|c|2|c′|2||ψ||2||ψ′||2
= p([ψ], [ψ′]).

Une symétrie est une bijection T : P (H)→ P (H) telle que

p(T [ψ], T [ψ′]) = p([ψ], [ψ′]).

Dé�nition 2.2. Soit U un opérateur de H.
U est dit unitaire si 〈Uψ|Uψ′〉 = 〈ψ|ψ′〉.
U est dit anti-unitaire si 〈Uψ|Uψ′〉 = 〈ψ|ψ′〉(= 〈ψ′|ψ〉).

Théorème 2. [Théorème de Wigner] A toute symétrie T correspond un opérateur
unitaire ou anti-unitaire U de H tel que

T : [ψ] 7→ [Uψ].

Preuve. Cette preuve est basée sur celle présente dans [Bar64]. On rappelle la
correspondance bijective entre les états et les rayons unitaires ou B-rayon de norme
1 (voir Proposition 2).
On considère T qui véri�e :

1. T est dé�ni pour tout rayon unitaire
·
e de H et

·
e′ = T

·
e est un rayon unitaire

de H.
2. 〈T ·e1|T

·
e2〉 = 〈 ·e1|

·
e2〉

3. T
·
e1 = T

·
e2 ⇒

·
e1 =

·
e2

4. ∀
·
e′ rayon unitaire ∈ H′, ∃ ·e ∈ H tel que

·
e′ = T

·
e

Nous allons montrer qu'à un tel T correspond un opérateur U : H → H′ donné par
a 7→ a′ = Ua tel que

a′ ∈ T ·a si a ∈ ·a (1)

et tel que 
U(a+ b) = Ua+ Ub

U(λa) = χ(λ)Ua

〈Ua|Ub〉 = χ(〈a|b〉)
(2)

où χ(λ) = λ ∀λ (U sera unitaire) ou χ(λ) = λ∗ ∀λ (U sera anti-unitaire).
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Cas unidimentionnel : H contient un unique rayon unitaire
·
e.

T est complètement déterminé par
·
e′ = T

·
e.

Les deux opérateurs U1(αe) = αe′ et U2(αe) = α∗e′ sont compatibles avec T . Le
premier est unitaire, le second anti-unitaire.

Considérons à présent que la dimension est supérieure à 2.
L'unitarité ou l'anti-unitarité de l'opérateur U que l'on trouvera est maintenant
�xée par T et ne dépend plus du U choisi.

Première étape : Commençons par étendre T d'une fonction sur les rayons uni-
taires à une fonction sur les B-rayons : on pose

T (ρ
·
e) = ρT (

·
e).

Cela a une incidence sur U qui doit véri�er les propriétés suivantes : ||Ua|| = ||a||U(λa) = χa(λ)Ua
|〈Ua|Ub〉| = |〈y|z〉|

(3)

avec χa(1) = 1 et |χa(λ)| = |λ|.

Deuxième étape : Soit
·
e un rayon unitaire de H et posons

·
e′ = T

·
e.

Pour tout e ∈ ·e et e′ ∈
·
e′, on dé�nit

Ue = e′

qui est compatible avec (2). Posons e ∈ ·e. Soient P = e⊥.
Tout vecteur a de H s'écrit de façon unique a = eα+ z où z ∈ P et α = 〈e|a〉.
On va construire U pour les a tels que α = 0 ou 1.

Remarquons, tout d'abord, que si
·
f et

·
g sont deux rayons orthogonaux,

·
f ′ et

·
g′

sont leur image par T et a = λf + µg, alors ∀a′ ∈ T ·a,

a′ = λ′f ′ + µ′g′, (4)

où |λ′| = |λ| et |µ′| = |µ|.
En e�et, comme ||a′|| = ||a||, |〈f ′|a′〉| = |〈f |a〉| et |〈g′|a′〉| = |〈g|a〉|,

||a′ − 〈f ′|a′〉f ′ − 〈g′|a′〉g′||2 = ||a′||2 − |〈f ′|a′〉|2 − |〈g′|a′〉|2

= ||a||2 − |〈f |a〉|2 − |〈g|a〉|2

= ||a− 〈f |a〉f − 〈g|a〉g||2 = 0

Soient maintenant z ∈ P\{0}, a = e+ z et f = z
||z|| .

Si a′ ∈ T ·a et f ′ ∈ T
·
f , alors par (4),

a′ = e′α′0 + f ′α′1,

où |α′0| = 1 et |α′1| = ||z||.
Donc T

·
a contient un unique vecteur a′′ = a′α′−1

0 de la forme e′ + f ′β′.
On considère V qui à z associe f ′β′ = f ′α′1α

′−1
0 et on dé�nit

U(e+ z) = e′ + V z. (5)
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Autrement dit,

Uz = V z ∀z ∈ P. (6)

Troisième étape : Analysons V de plus près :
Tout d'abord, si w, x ∈ P, d'après (3), (5) et (6),{

|〈V w|V x〉| = |〈w|x〉|
|〈e′ + V w|e′ + V x〉| = |〈e+ w|e+ x〉| ⇐⇒ |1 + 〈V w|V x〉| = |1 + 〈w|x〉|

Or, |1 + ξ|2 = 1 + |ξ|2 + 2Re(ξ). Donc,

Re(〈V w|V x〉) = Re(〈w|x〉). (7)

Ensuite, considérons y, z ∈ P \ {0}.
Posons f1 = y

||y|| . Deux cas se présentent :
Soit z = σf1 et alors on pose L = 〈f1〉 l'espace vectoriel engendré par f1.
Soit ∃f2 ∈ P tel que ||f2|| = 1, 〈f1|f2〉 = 0 et z = σf1 + τf2 et alors on pose
L = 〈f1, f2〉 l'espace vectoriel engendré par f1 et f2.
On notera fρ, et f ′ρ = V fρ, ρ étant soit égal à 1, soit pouvant varier entre 1 et 2.
On a donc V (λfρ) = χρ(λ)f ′ρ avec |χρ(λ)| = |λ| (cela résulte de (3)).
Si on applique (7) à αfρ et βfρ, on obtient

Re(χρ(α)∗χρ(β)) = Re(α∗β) (8)

Une autre conséquence de (7) est que ∀x =
∑
ρ
αρfρ, (V x =

∑
ρ
α′ρf

′
ρ avec |α′ρ| =

|αρ|), on peut montrer que α′ρ = χρ(αρ).
En e�et, si αρ = 0, le résultat est immédiat.
Si αρ 6= 0, {

〈α∗−1
ρ fρ|αρfρ〉 = 1 ∈ R

〈α∗−1
ρ fρ|x〉 = 1 ∈ R

(7)
=⇒

{
〈V α∗−1

ρ fρ|V αρfρ〉 = 〈α∗−1
ρ fρ|αρfρ〉

〈V α∗−1
ρ fρ|V x〉 = 〈α∗−1

ρ fρ|x〉

=⇒
{
χρ(α

∗−1
ρ )∗χρ(αρ) = 1

χρ(α
∗−1
ρ )∗α′ρ = 1

Ce qui implique
α′ρ = χρ(αρ).

De plus, si ρ peut prendre deux valeurs (1 et 2), alors considérons w = f1 + f2. On
a V w = f ′1 + f ′2 et

V (αw) = χ1(α)f ′1 + χ2(α)f ′2

= χw(α)(f ′1 + f ′2) =⇒ χ1(α) = χ2(α).

Par conséquent,
V (
∑
ρ

αρfρ) =
∑
ρ

χ1(αρ)f
′
ρ. (9)

Que peut-on dire de χ1 ?
D'après (3), on sait que |χ1(i)| = 1 et d'après (8), Re(χ1(i)) = 0.
Donc, χ1(i) = ±i = ηi.



2 SYMÉTRIES ET REPRÉSENTATIONS PROJECTIVES UNITAIRES 13

Ainsi, Im(χ1(β)) = Re(i∗χ1(β))
(8)
= ηRe(i∗β) = ηIm(β).

De plus, d'après (8), Re(χ1(β)) = Re(β).

Donc,

{
χ1 : β 7→ β si η = 1
χ1 : β 7→ β∗ si η = −1

Il est ensuite aisé de véri�er que χ1(α+ β) = χ1(α) + χ1(β)
χ1(αβ) = χ1(α)χ1(β)
χ1(α∗) = χ1(α)∗

(10)

Ce qui nous donne �nalement si on utilise (9) et (10) :

Pour tout y, z ∈ P \ {0},

 V (y + z) = V y + V z
V (λz) = χ(λz)
〈V y|V z〉 = χ(〈y|z〉)

Quatrième étape : Il reste à dé�nir U pour les a = αe+z où z ∈ P et α /∈ {0, 1}.
Soit b = e+α−1z tel que a = αb et

·
Ta = |α|

·
Tb. Nous avons dé�ni Ub ∈

·
Tb dans la

deuxième étape. Ainsi, χ(α)Ub ∈
·
Ta et on peut dé�nir Ua = χ(α)(e′ + V (zα−1)),

c'est-à-dire, par l'étape 3,

U(αe+ z) = χ(α)e′ + V z.

Ainsi dé�ni, U satisfait les conditions du système (2) (d'après la troisième étape)
et donc convient.

Cinquième étape : Unicité de U .
Considérons que dim(H) ≥ 2. Soient U1 et U2 compatibles avec T . Alors,

∀a ∈ H, U2a = τ(a)U1a.

Montrons que τ est une fonction constante.
Tout d'abord, si a et b sont indépendants et c = a + b, alors U2c = τ(c)U1c et
U2a+ U2b = τ(a)U1a+ τ(b)U1b. Donc,

τ(a)U1a+ τ(b)U1b = τ(c)(U1a+ U1b).

Or, le fait que a et b sont indépendants implique que U1a et U1b le sont également.
E�ectivement, a et b sont indépendants ⇐⇒ G(a, b) = 〈a|b〉〈b|a〉 − |〈a|b〉|2 > 0 et
G est inchangée par U car U est soit unitaire, soit anti-unitaire. Par conséquent,
τ(c) = τ(a) = τ(b).
Ensuite, considérons a0 6= 0 ∈ H.
Soit a 6= 0. Si a est indépendant de a0, alors τ(a) = τ(a0).
Si a = µa0, alors comme dim(H) ≥ 2, il existe b indépendant de a0 (et de a). Ainsi,
τ(a0) = τ(b) = τ(a). Par conséquent,

U2 = τ(a0)U1

et si χ est associé à U1, alors U2(λa) = τ(a0)U1(λa) = τ(a0)χ(λ)U1a = χ(λ)U2a :
il est aussi associé à U2.
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2.2 Représentations unitaires projectives

On note U(H) l'ensemble des opérateurs unitaires sur H.
On note T = {z ∈ C | |z| = 1} les unimodulaires.

Dé�nition 2.3. Un groupe topologique est un groupe (G,×) muni d'une topologie
pour laquelle les applications m : G2 → G et i : G→ G données respectivement par
m(x, y) = x× y et i(x) = x−1 sont continues.

Dé�nition 2.4. Soit (X,O) un espace topologique.
X est dit séparé (ou de Hausdor�) si deux points quelconques de X admettent
toujours des voisinages disjoints.
X est dit compact s'il véri�e la propriété de Borel-Lebesgue :

�De tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un recouvrement �ni.�

X est dit localement compact si tout point de X admet un voisinage compact.
Une base de X est une partie A de O telle que tout ouvert de O soit réunion d'ou-
verts de A.

On suppose désormais que les groupes topologiques sont Hausdor�.

Dé�nition 2.5. Un groupe de Lie est un ensemble G muni de deux structures
compatibles :

1. Une structure de groupe donnée par une loi de composition

m :
G×G −→ G
(x, y) 7−→ x× y ,

et dont on note i :
G −→ G
x 7−→ x−1 l'application �passage à l'inverse�.

2. Une structure de variété lisse (donnée par une classe d'équivalence d'atlas
de classe C∞).

3. Compatibilité : Les application m et i sont lisses.

Dé�nition 2.6. Un morphisme de groupes de Lie est un morphisme de groupes
lisse.

Dé�nition 2.7. Un groupe est semi-simple s'il n'a pas de sous-groupe distingué
abélien connexe non trivial.

2.2.1 Représentation unitaire projective et second groupe de co-
homologie

Dans cette partie, j'ai utilisé le livre suivant [BM00].

On considère G un groupe topologique localement compact, à base dénombrable.

Dé�nition 2.8. Une fonction mesurable π : G→ U(H) est appelée représentation
projective (unitaire) de G sur H s'il existe une fonction mesurable m : G×G→ T
telle que

π(1) = Id et π(g1g2) = m(g1, g2)π(g1)π(g2) ∀(g1, g2) ∈ G2 (ℵ)

Si m = 1, on dit que π est une représentation ordinaire (unitaire).
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Dé�nition 2.9. Deux représentations π1 : G → U(H1) et π2 : G → U(H2) sont
dites équivalentes s'il existe un opérateur unitaire U : H1 → H2 et une application
f : G→ T mesurable tels que

π2(g)U = f(g)Uπ1(g) ∀g ∈ G.

Dé�nition 2.10. Soit m : G×G→ T une fonction mesurable.
Alors, m est un multiplicateur de G si

m(g, 1) = m(1, g) = 1 et m(g1, g2)m(g1g2, g3) = m(g1, g2g3)m(g2, g3), (Γ)

pour tout (g, g1, g2, g3) ∈ G4. On note M(G) l'ensemble des multiplicateurs de G.

Propriété 1. M(G) est un groupe abélien pour la loi

(m1 ·m2)(g1, g2) = m1(g1, g2) ·m2(g1, g2).

Preuve. Montrons, tout d'abord, que M(G) est un groupe.
1̃ : G × G → T donné par 1̃(g1, g2) = 1 est dans M(G) (c'est l'élément neutre).
Donc M(G) 6= ∅. Ensuite, M(G) est stable par multiplication. Si m1,m2 ∈M(G),
alors m1m2 ∈M(G) car (T,×) étant abélien, on peut multiplier les équations (Γ)
et réordonner les termes. M(G) est également stable par inverse : si m ∈ M(G),
alors 1

m ∈M(G) en inversant (Γ).
En�n, M(G) est abélien : si m1,m2 ∈ M(G), alors m1m2 = m2m1 car (T,×)
abélien.

Proposition 4. Si π est une représentation projective de G associé à m, alors m
est un multiplicateur de G.

Preuve. D'une part, π(1) = I et π(g × 1) = m(g, 1)π(g)π(1) donc m(g, 1) = 1. De
même, m(1, g) = 1.
D'autre part, soient (g1, g2, g3) ∈ G3, alors

m(g1, g2)m(g1g2, g3) =
f(g1)f(g2)

f(g1g2)

f(g1g2)f(g3)

f(g1g2g3)
=
f(g1)f(g2)f(g3)

f(g1g2g3)

=
f(g1)f(g2g3)

f(g1g2g3)

f(g2)f(g3)

f(g2g3)
= m(g1, g2g3)m(g2, g3)

Dé�nition 2.11. Un multiplicateur m ∈ M(G) est dit exacte s'il existe une ap-
plication f : G→ T mesurable telle que

m(g1, g2) =
f(g1)f(g2)

f(g1g2)
,

pour tout (g1, g2) ∈ G2. On note M0(G) l'ensemble des multiplicateurs exactes de
G.

Proposition 5. Soit m ∈M(G). Alors, m est exacte si, et seulement si toute re-
présentation projective associée à m est équivalente à une représentation ordinaire.

Preuve. On suppose que m est exacte. Alors, il existe une application f : G → T
mesurable telle que m(g1, g2) = f(g1)f(g2)

f(g1g2) pour tout (g1, g2) ∈ G2. Ainsi, si π est
une représentation projective associée à m, alors

π(g1g2) = m(g1, g2)π(g1)π(g2) =
f(g1)f(g2)

f(g1g2)
π(g1)π(g2),
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pour tout (g1, g2) ∈ G2. Autrement dit, πf est une représentation ordinaire (et elle
est équivalente à π).

Réciproquement, soit π1 est une représentation projective de G sur H1 associée
à m1 telle qu'il existe π2 une représentation ordinaire de G sur H2 (m2 = 1), il
existe U : H1 → H2 opérateur unitaire et il existe f : G → T mesurable tels que
π2(g)U = f(g)Uπ1(g) ∀g ∈ G.

H1

π1(g) //

U

��
	

H1

U

��
H2

π2(g)
// H2

On peut traduire cela par

g · U(v) = f(g)U(g · v) ∀v ∈ H1, ∀g ∈ G,

si l'on dé�nit l'action de G sur Hi par

∀g ∈ G, ∀v ∈ Hi, g · v = πi(g)(v).

∀(g1, g2) ∈ G2, ∀v ∈ H1,

U((g1g2) · v) = U(m1(g1g2)× g1 · (g2 · v))

⇒ f(g1g2)−1 × (g1g2) · U(v) = m1(g1g2)× U(g1 · (g2 · v))

⇒ f(g1g2)−1 × g1 · (g2 · U(v)) = m1(g1g2)× f(g1)−1 × g1 · (U(g2 · v))

⇒ f(g1g2)−1 × g1 · (g2 · U(v)) = m1(g1g2)× f(g1)−1f(g2)−1 × g1 · (g2 · U(v))

Par conséquent,
f(g1g2)−1 = m1(g1g2)× f(g1)−1f(g2)−1.

Ceci signi�e que m1 est exacte.

Propriété 2. M0(G) est un sous-groupe de M(G).

Preuve. 1̃ :
G×G −→ T
(g1, g2) 7−→ 1

∈M0(G) (avec f = id) donc M0(G) 6= ∅.

Si m1,m2 ∈M0(G), alors m1m2 ∈M0(G) (avec f = f1 × f2).
Si m ∈M0(G), alors 1

m ∈M(G) (avec 1
f ).

Dé�nition 2.12. Le groupe quotientM(G)/M0(G) est noté H2(G,T) et est appelé
deuxième goupe de cohomologie.

Notation. Un élément de H2(G,T) sera noté [m] pour un certain m ∈M(G).

2.2.2 Homologie singulière

Dé�nition 2.13. Le simplexe standard ∆n est l'enveloppe convexe de la base ca-
nonique de Rn+1, i.e.

∆n =

{
(t0 , ... , tn), ∀i ti ≥ 0,

∑
i

ti = 1

}
.
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Dé�nition 2.14. Un simplexe singulier de dimension n dans l'espace topologique
X est une application continue σ : ∆n → X.

Dé�nition 2.15. Pour 0 ≤ i ≤ n, la face d'indice i, Fni , de ∆n est le simplexe
singulier de dimension n− 1 dé�ni par

Fni (t0 , ... , tn−1) = (t0 , ... , ti−1 , 0 , ti , ... , tn−1).

Notation. On notera au besoin ce simplexe par la suite ordonnée de ses sommets
(e0 , ... , êi , ... , en) où (ei)i∈J0,nK est la base canonique de Rn+1.
Avec ces notations, on a

∀i < j, Fn+1
j ◦ Fni = (e0 , ... , êi , ... , êj , ... , en+1) = Fn+1

i ◦ Fnj−1.

Dé�nition 2.16. Pour n ≥ 0, le groupe des chaînes singulières de dimension n
est le groupe abélien libre Cn(X) de base les simplexes singuliers de dimension n à
valeurs dans X. Pour n ≥ 1, on dé�nit une application bord

δn : Cn(X)→ Cn−1(X),

en étendant linéairement la formule donnée pour un simplexe σ de dimension n ≥ 1
par

δnσ =

n∑
i=0

(−1)iσ ◦ Fni .

Remarque. Pour n = 0, δ0 : C0(X)→ C−1(X) = {0} est l'application nulle.

Proposition 6. Pour tout n ≥ 0, δn ◦ δn+1 = 0.

Dé�nition 2.17. Un complexe de chaînes C = (Cn, δn)n∈Z est une suite de groupe
abéliens (Cn)n∈Z et une suite de morphismes δn : Cn → Cn−1 véri�ant δn◦δn+1 = 0
pour tout n ∈ Z.

Dé�nition 2.18. Etant donné un complexe de chaînes C = (Cn, δn)n∈Z, on de�nit
son homologie

Hn(C) = Zn(C)/Bn(C),

pour tout n ∈ Z, où Zn(C) = Ker(δn) est le sous-groupe des cycles et Bn(C) =
Im(δn+1) est le sous-groupe des bords.

Dé�nition 2.19. L'homologie singulière d'un espace topologique X est l'homologie
du complexe des chaînes singulières, i.e.

Hn(C) = Zn(C)/Bn(C).

2.2.3 Groupe fondamental et revêtement

Soit X un espace topologique.

Dé�nition 2.20. On appelle chemin de X une application continue γ : [0, 1]→ X.
On dit que γ(0) est son origine et que γ(1) est son extrémité.
On appelle lacet (de base p) sur X un chemin de X tel que γ(0) = γ(1) = p.

Dé�nition 2.21. Soient α et β deux chemins de X avec α(1) = β(0).
On appelle composé de α et de β noté αβ le chemin γ de X dé�ni par

γ(t) =

{
α(2t), si t ∈ [0, 1

2 ],
β(2t− 1), si t ∈ [ 1

2 , 1].
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Dé�nition 2.22. Deux chemins α et β sont dits homotopes s'il existe une homoto-
pie de l'un vers l'autre, c'est-à-dire une application continue H : [0, 1]× [0, 1]→ X
telle que

1. ∀t ∈ [0, 1], H(t, 0) = α(t)

2. ∀t ∈ [0, 1], H(t, 1) = β(t)

3. ∀x ∈ [0, 1], H(0, x) = α(0) = β(0)

4. ∀x ∈ [0, 1], H(1, x) = α(1) = β(1)

Proposition 7. �être homotope� est une relation d'équivalence sur l'ensemble des
chemins.

Notation. On note π1(X, p) l'ensemble des classes d'homotopie de lacets de base p.

Théorème 3. L'application π1(X, p)× π1(X, p)→ π1(X, p) induite par la compo-
sitions des lacets est une loi de groupes.

Preuve. Pour l'associativité est immédiate. L'élément neutre est la classe du lacet
constant γ(t) = p ∀t ∈ [0, 1]. L'inverse d'un lacet est lui-même parcouru dans
l'autre sens.

Dé�nition 2.23. On appelle groupe fondamental (ou groupe de Poincaré) le groupe
π1(X, p) muni de cette loi.

Dé�nition 2.24. Soit X,F des espaces topologiques, F étant supposé discret.
Un revêtement de base X et de �bre F est la donnée d'un espace topologique Y
et d'une application continue, surjective p : Y → X ayant la propriété de locale
trivialité au dessus de X suivante :
Tout point x0 de X possède un voisinage ouvert V de sorte qu'il existe un homéo-
morphisme

ΦV : p−1(V )→ V × F

tels que le diagramme

p−1(V )
ΦV //

p
##

V × F

proj
||

V

commute.
L'homéomorphisme φV est appelé trivialisation de p au dessus de V.

Dé�nition 2.25. Soit p : Y → X une application continue.
Une section de p au-dessus d'une partie V de X est une application continue

s : V → Y

qui est un inverse partiel de p, i.e.

p(s(x)) = x, ∀x ∈ V.

Proposition 8. Une application continue p : Y → X est un revêtement si et
seulement si, pour tout point x de X, il existe un voisinage ouvert V de x et une
famille de sections (sf )f∈F (pour un ensemble F non vide) de p au dessus de V
telles que les sf (V ) soient des ouverts disjoints de X formant une partition de
p−1(V ).
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Dé�nition 2.26. Nous dirons qu'un revêtement (Y, p : Y → X) est universel si Y
est simplement connexe c'est-à-dire si Y est connexe et tout lacet tracé sur Y est
homotope à un point.

Dé�nition 2.27. Un espace X est dit semi-localement simplement connexe lorsque
tout point admet un voisinage U qui a la propriété que tout lacet de U est homotope
à un point dans X.

Remarque. Le voisinage U n'est pas obligatoirement simplement connexe puisque
la contraction du lacet s'e�ectue dans X et non forcément dans U .

Dé�nition 2.28. Un espace est dit localement connexe par arcs lorsque tout point
admet une base de voisinages connexes par arcs.

Théorème 4. 1. Soit (Y, p) un revêtement de X. Soit Z connexe par arcs
et qui est localement un espace topologique. Soit α : Z → Y continue
telle que les homomorphismes induit sur les groupes fondamentaux p? :
π1(X,x0)→ π1(Y, y0) et α? : π1(Z, z0)→ π1(Y, y0) véri�ent α?(π1(Z, z0)) ⊂
p?(π1(X,x0)).
Alors, il existe une unique foncton continue α̃ : (Z, z0) → (X,x0) telle que
p ◦ α̃ = α.

(X,x0)

p

��
(Z, z0)

α̃

::

α // (Y, y0)

2. Si X est connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-localement
simplement connexe, alors X a un revêtement universel.

3. Si (Y, p) est un revêtement et Y est simplement connexe, alors p est un
homéomorphisme.

Preuve. Le lecteur pourra consulter [War71][Théorème 3.23].

Théorème 5. Le revêtement universel d'un groupe de Lie est lui-même un groupe
de Lie. L'application correspondante est un morphisme de groupes de Lie.

Preuve. Soit G un groupe de Lie connexe d'élément neutre e.
Le théorème 4 nous dit que G a un revêtement universel (G̃, p). De plus, la structure
di�érentielle de G̃ dérive directement de celle de G (c'est la même).
Montrons que l'on peut trouver une structure de groupe pour G̃ qui est induite par
celle de G.

Considérons l'application α :
G̃× G̃ −→ G
(σ̃, τ̃) 7−→ p(σ̃)p(τ̃)−1 .

Choisissons ẽ ∈ p−1(e). Comme G̃×G̃ est simplement connexe, il existe une unique
application

α̃ : G̃× G̃→ G̃

telle que p ◦ α̃ = α et α̃(ẽ, ẽ) = ẽ.
Soient σ̃ et τ̃ dans G̃, dé�nissons

τ̃−1 = α̃(ẽ, τ̃), σ̃τ̃ = α̃(σ̃, τ̃−1). (Λ)
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D'après l'unicité du théorème, les applications G̃ −→ G̃
σ̃ 7−→ σ̃ẽ

, G̃ −→ G̃
σ̃ 7−→ ẽσ̃

et

G̃ −→ G̃
σ̃ 7−→ σ̃

font commuter le diagramme ci-dessous et envoie ẽ sur ẽ.

G̃

p

��
G̃

@@

p // G

G̃ étant simplement connexe, ces applications sont identiques.
Similairement, σ̃σ̃−1 = σ̃−1σ̃ = ẽ et (σ̃τ̃)γ̃ = σ̃(τ̃ γ̃) pour tous σ̃, τ̃ , γ̃ ∈ G̃.
En�n, α̃ est lisse donc G̃ est un groupe de Lie.
D'après (Λ), p(τ̃−1) = p(τ̃)−1 et p(σ̃τ̃) = p(σ̃τ̃). Donc p : G̃→ G est un homomor-
phisme de groupe de Lie.

2.2.4 Lien entre le groupe fondamental et le second groupe de
cohomologie pour les groupes de Lie semi-simples

Dé�nition 2.29. Soit (G,+) un groupe topologique abélien localement compact.
Un caractère de G est un homomorphisme continu de G dans T c'est-à-dire une
fonction continue χ : G→ T telle que

χ(x+ y) = χ(x)χ(y),

pour tout x, y ∈ G. L'ensemble des caractères de G est appelé le dual de Pontryagin
de G ; il forme un groupe dont la loi est donnée par

(χ · χ′)(x) = χ(x)χ′(x)

pour tout x ∈ G.

Théorème 6. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Alors, H2(G,T) est

isomorphe au dual de Pontryagin π̂1(G) du groupe fondamental π1(G) de G.

Preuve. On rappelle que si (G̃, p : G̃ → G) est le revêtement universel de G alors
π1(G) est identi�é au noyau de p.
On considère s : G→ Ĝ une section de p.

Ĝ
s
�
p
G

Si χ ∈ π̂1(G), on pose mχ :
G×G −→ T
(x, y) 7−→ χ(s(y)−1s(x)−1s(xy))

.

Montrons que Ω : π̂1(G) −→ H2(G,T)
χ 7−→ [mχ]

est un isomorphisme.

Tout d'abord, Ω est bien dé�nie car si on pose

fχ(x) = χ(x−1 × s ◦ p(x)), ∀x ∈ G̃,

alors on peut véri�er que

mχ(p(x), p(y)) =
fχ(xy)

fχ(x)fχ(y)
, ∀x, y ∈ G̃. (i)
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Ensuite, le morphisme Ω est injectif. Si mχ est un multiplicateur exacte, alors
il existe une fonction mesurable f : G→ T telle que

mχ(x, y) =
f(xy)

f(x)f(y)
, ∀x, y ∈ G.

D'après (i), f◦pfχ est un homomorphisme de G̃ dans T et comme G (et donc G̃) est
semi-simple et que T est abélien, il est forcément trivial. Donc f ◦ p = fχ. Ainsi,
fχ est constant sur ker(p) mais fχ|ker(p) = χ−1. Par conséquent, χ est le caractère
trivial de ker(p).

Ω est aussi surjectif. Soit m un multiplicateur de G et soit le multiplicateur
m̃ : G̃× G̃→ T telle que m̃(x, y) = m(p(x), p(y)).
Varadarajan a montré en 1985 que, comme G̃ est un groupe de Lie connexe, sim-
plement connexe et semi-simple, H2(G̃,T) est trivial. Ainsi, m̃ est exacte i.e. il
existe une fonction mesurable f : G̃→ T telle que

m(p(x), p(y)) = m̃(x, y) =
f(xy)

f(x)f(y)
, ∀x, y ∈ G̃.

La restriction de f à ker(p) est un caractère de ker(p) que l'on appelle χ−1 (conti-
nue car mesurable [Lew83][Théorème 1]), χ est donc également un caractère. De
plus,

f(xy) = f(x)χ−1(y), ∀x ∈ G̃, y ∈ ker(p).

Si on pose g : G → T la fonction mesurable telle que g = f ◦ s, alors f(s(x)z) =
g(x)χ−1(z), ∀x ∈ G, z ∈ ker(p). Ainsi, pour tous x, y ∈ G,

m(x, y) = m(p(s(x)), p(s(y)))

=
f(s(x)s(y))

f(s(x))s(s(y))

=
f(s(xy)s(xy)−1s(x)s(y))

f(s(x))f(s(y))

= χ−1(s(xy)−1s(x)s(y))
g(xy)

g(x)g(y)
= mχ(x, y)

g(xy)

g(x)g(y)
.

On a montré que m est équivalent à mχ.
La dernière chose à montrer est que l'isomorphisme Ω ne dépend pas du choix

de la section s.
Soit t : G→ G̃ une autre section de p. Soit χ ∈ k̂er(p) et m′χ le multiplicateur que
l'on obtient avec la section t. Il existe donc une fonction mesurable u : G→ ker(p)
telle que t = s× u. Soit v : G→ T la fonction mesurable véri�ant v = χ ◦ u. Alors,

m′χ(x, y) =
mχ(x, y)v(xy)

v(x)v(y)
, ∀x, y ∈ G.

Donc [m′χ] = [mχ].

Remarque. Si π1(G) est abélien, alors π1(G) = H1(G) (homologie singulière à coef-
�cients entiers). De manière générale, π1(G) est l'abélianisé du groupe d'homologie
H1(G).(voir [GH81][Théorème 12.1 page 63]) Le théorème 6 peut être réécrit

H2(G,T) = Hom(H1(G),T)

où la partie gauche réfère au groupe de cohomologie et la partie droite à l'homologie
singulière de G.
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On remarque donc une dualité entre le groupe de cohomologie et l'algèbre d'homo-
logie pour les groupes de Lie semi-simples.

Dé�nition 2.30. Soient G un groupe topologique et (G̃, p : G̃→ G) le revêtement

universel de G. Soit β une représentation ordinaire unitaire de G̃.
On dit que β est de type pur s'il existe un caractère χ de ker(p) tel que β(z) =
χ(z)I ∀z ∈ ker(p). On dit aussi que β est pur de type χ.

Exemple. Si β : G̃→ GL(V ) est irréductible, alors β est de type pur.
E�ectivement, si on considère z ∈ Ker(p) et χ(z) une valeur propre de β(z) alors
fz = β(z) − χ(z) : (β, V ) → (β, V ) est un endomorphisme de représentation irré-
ductible. Cela résulte de Ker(p) ⊂ Z(G̃) (voir [Kna96] [Proposition 1.93 (d)]) :

fz(g · v) = g · fz(v) ∀g ∈ G̃, ∀v ∈ V.

Par le lemme de Schur, fz n'étant pas un isomorphisme (Ker(fz) 6= 0), fz est
trivial. Ainsi, β(z) = χ(z)Id|V .

Théorème 7. Soit G un groupe de Lie, semi-simple, connexe et soit G̃ son revê-
tement universel.
Il y a une bijection naturelle entre les classes d'équivalence des représentations pro-
jectives unitaires de G et les classes d'équivalence des représentations ordinaires de
type pur de G̃.
De plus, les représentations projectives irréductibles unitaires de G sont en bijection
avec les représentations irréductibles unitaires de G̃.

Preuve. Si m est un multiplicateur de G, m̃ désigne le multiplicateur de G̃ tel que
m̃(x, y) = m(p(x), p(y)).
Soit α une représentation projective de G de multiplicateur m. Quitte à remplacer
α par une représentation équivalente, on peut prendre m = mχ où χ est un carac-
tère de ker(p).
Considérons également α̃ = α ◦ p qui est une représentation projective de G̃ de
multiplicateur m̃.
Par (i), on a m̃(x, y) =

fχ(xy)
fχ(x)fχ(y) (où fχ est dé�ni dans la preuve précédente).

Dé�nissons maintenant β : x 7→ fχ(x)−1α̃(x), ∀x ∈ G̃. β est une représentation
ordinaire pur de type χ.
Montrons que α 7→ β est la bijection souhaitée.
Tout d'abord, α est irréductible si, et seulement si β est irréductible.
De plus, cette fonction respecte les équivalences.
En�n, elle est bijective. Si β est une représentation ordinaire de type pur χ, alors
β(z) = χ(z)I ∀z ∈ ker(p). Considérons α̃ : x 7→ fχ(x)β(x). α̃ est une représen-
tation projective de G̃ qui est donc trivial sur ker(p). Donc, il existe une unique
représentation projective de G α tel que α̃ = α ◦ p.
Remarque. On a ainsi montré que pour trouver les représentations iréductibles
projectives d'un groupe de Lie semi-simple connexe, il su�t de trouver les repré-
sentations irréductibles ordinaires de son revêtement universel.
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3 Spin

Dans cette partie, nous allons utiliser les notions dé�nies et les théorème prou-
vés précédemment pour comprendre ce qu'est le spin. La mécanique quantique,
�nalement, ne prédit que les probabilités de transition entre les états, on va donc
étudier les symétries (par rotations) : en e�et, une symétrie est, par dé�nition,
une bijection entre les états qui préserve les probabilités de transition et qui donc
est cohérente avec la mécanique quantique. L'analyse du comportement des objets
sous l'e�et des rotations nécessite de prendre en compte la structure mathématique
de groupe formé par celles-ci. À un objet se transformant sous les rotations est as-
sociée une représentation de groupe. Deux objets ayant des propriétés de symétrie
similaires seront donc associés à des représentations équivalentes du groupe des
rotations. De ce point de vue, le spin n'est rien d'autre qu'un nombre qui permet
de classi�er les di�érentes représentations inéquivalentes du groupe des rotations.

3.1 Historique

La notion de spin a été introduite par Pauli en décembre 1924 pour l'élec-
tron a�n d'expliquer un résultat expérimental qui restait incompréhensible dans le
cadre naissant de la mécanique quantique non relativiste : l'e�et Zeeman anormal.
L'approche développée par Pauli consistait à introduire de façon ad-hoc le spin en
ajoutant un postulat supplémentaire aux autres postulats de la mécanique quan-
tique non relativiste (équation de Schrödinger, etc.).

L'introduction du spin permet de comprendre également d'autres e�ets expéri-
mentaux, comme les doublets des spectres des métaux alcalins, ou le résultat de
l'expérience de Stern et Gerlach.

En 1928, Paul Dirac construisit une version quantique et relativiste de l'équa-
tion de Schrödinger, appelée aujourd'hui équation de Dirac, qui permet de décrire
les fermions de spin 1/2. Le spin y apparaît comme une propriété dérivée de son
équation, et non comme un postulat supplémentaire.
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3.2 Plus rigoureusement

Notation. Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par O(n), SO(n), U(n) et SU(n) les
ensembles suivants :

O(n) = {P ∈Mn(R) / P inversible et P t = P−1}.
SO(n) = {P ∈ O(n) | det(P ) = 1}.

Les éléments de O(n) sont appelés matrices orthogonales d'ordre n.

U(n) = {P ∈Mn(C) | P inversible et P ∗t = P−1}.
SU(n) = {P ∈ U(n) | det(P ) = 1}

Les éléments de U(n) sont appelés matrices unitaires d'ordre n.

Dé�nition 3.1. Soient 1=

(
1 0
0 1

)
, i=

(
i 0
0 −i

)
, j=

(
0 1
−1 0

)
et k=

(
0 i
i 0

)
.

On dé�nit H comme l'ensemble des matrices de la forme a1+bi+cj+dk avec (a, b, c, d) ∈
R4. On appellera les éléments de H quaternions.

Propriété 3. Toutes les matrices de H sont de la forme

A =

(
x y
−ȳ x̄

)
.

Preuve. Il su�t de prendre x = a+ ib et y = c+ id.

Corollaire 1. Le groupe SU(2) est le groupe des quaternions unitaires, c'est-à-dire
des quaternions véri�ant xx̄+ yȳ = 1.

Remarque. Topologiquement, SU(2) est homéomorphe à la sphère unité dans C2 '
R4. Il est donc bien connexe et simplement connexe.

Théorème 8. On considère G = SO(3). Alors, son revêtement universel est (G̃, p)

avec G̃ = SU(2) et p : q 7→ (v 7→ qvq−1). De plus, Ker(p) = {±1}.
Ainsi, on a la suite exacte suivante

1 −→ {±1} −→ SU(2) −→ SO(3) −→ 1.

Preuve. L'application p : q 7→ (v 7→ qvq−1) envoie q = w1+xi+yj+zk sur la
matrice de rotation1− 2y2 − 2z2 2xy − 2zw 2xz + 2yw

2xy + 2zw 1− 2x2 − 2z2 2yz − 2xw
2xz − 2yw 2yz + 2xw 1− 2x2 − 2y2

 .

C'est une rotation autour du vecteur (x, y, z) d'angle 2θ où cos(θ) = w et |sin(θ)| =
||(x, y, z)||.
De plus,

p(q) = p(q′) =⇒
{

(x, y, z) = λ(x′, y′, z′)
2θ ≡ 2θ′ (mod 2π)

=⇒

 (x, y, z) = λ(x′, y′, z′)
w = w′

sin(θ) = sin(θ′)
ou

 (x, y, z) = λ(x′, y′, z′)
w = −w′
sin(θ) = −sin(θ′)

=⇒ q = ±q′
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En e�et, 1 = w2 + x2 + y2 + z2 = w′2 + x′2 + y′2 + z′2 implique que λ = ±1 donc
(x, y, z) = ±(x′, y′, z′).

Essayons de comprendre d'où vient le spin :

1. Le Théorème de Wigner (Théorème 2) donne les possibles symétries d'un
système quantique. Si les symétries forment un groupe topologique (i.e., les
symétries sont �continues�), cela donne en conséquence une représentation
projective unitaire de SO(3).

2. Le Théorème 7 précédent nous dit que les représentations projectives irréduc-
tibles de G = SO(3) sont en bijection avec les représentations irréductibles
de G̃ = SU(2).

{±1} // SU(2)
p //

��
	

SO(3)

��
U(H) // PU(H)

Il nous reste à trouver les représentations irréductibles de SU(2).
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3.3 Représentations irréductibles de SU(2)

Soit K un corps.

Dé�nition 3.2. Si W est un espace vectoriel sur K, l'algèbre tensorielle est

TW =
⊕
n∈N

W⊗n.

Proposition 9. TW est une algèbre (associative, unitaire).

Preuve. On véri�e aisément que TW est un anneau si l'on considère la loi × de
concaténation suivante :

(v1 ⊗ ...⊗ vn)× (w1 ⊗ ...⊗ wm) = v1 ⊗ ...⊗ vn ⊗ w1 ⊗ ...⊗ wm.

Par ailleurs, l'application
K −→ TW
λ 7−→ λ · 1 (où 1 ∈ V ⊗0) est un morphisme d'an-

neau qui confère à TW une structure d'algèbre.

Dé�nition 3.3. On considère I l'idéal de W dé�ni par

I = 〈v ⊗ w − w ⊗ v, v, w ∈W 〉.

L'algèbre symétrique de W par

S•(W ) = TW/I.

On considère maintenant K = C et W = Kx+ Ky. Alors, TW = K[x, y].

Proposition 10. SU(2) agit naturellement sur W .

Preuve. Il su�t d'identi�er W = Cx+ Cy à C2 et de considérer l'action

SU(2) −→ GL(C2)

M 7−→
(
x
y

)
7→M

(
x
y

)

Proposition 11. Cette action induit une action de SU(2) sur S•(W ).

Preuve. Pour tout n ∈ N, on a une action induite sur W⊗n par

g · (v1 ⊗ ...⊗ vn) = g.v1 ⊗ ...⊗ g.vn.

Ainsi, on a une action d'algèbre de SU(2) sur TW :{
g · 1TW = 1TW
g · (v̄ × w̄) = (g · v̄)× (g · v̄)

∀(v̄, w̄) ∈ TW 2.

Or, ∀g ∈ SU(2), g.I ⊂ I.
Donc SU(2) agit sur S·(W ) = C[x, y]

Théorème 9. Pour tout n ∈ N∗, il existe une représentation irréductible de SU(2)
de dimension n.
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Preuve. Considérons SnW = W⊗n/I l'ensemble des polynômes homogènes de de-
gré n.
La dimension de l'espace Sn(W ) est n + 1 (il y a deux indéterminées) et ∀n ∈ N,
∀g ∈ SU(2), g · SnW ⊂ SnW .

On peut démontrer qu'il n'y a pas d'autres représentations irréductibles de SU(2).
Je continuerai en ne faisant pas forcément les preuves mais dans ces cas, une réfé-
rence sera donnée.

Dé�nition 3.4. Soit K un corps commutatif.
Une algèbre de Lie sur K est un espace vectoriel g sur K muni d'une application

bilinéaire
g× g −→ g
(x, y) 7−→ [x, y]

qui véri�e les propriétés suivantes :

1. ∀x ∈ g, [x, x] = 0,

2. ∀(x, y, z) ∈ g3, [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

[x, y] est appelé crochet de Lie de x et y.

Dé�nition 3.5. Pour tout espace vectoriel V sur K, l'espace vectoriel End(V ) des
endomorphismes de V , muni du crochet [x, y] = x ◦ y − y ◦ x, est une algèbre de
Lie sur K, que nous noterons gl(V ).

Proposition 12. Il est possible d'associer naturellement à tout groupe de Lie G
une algèbre de Lie.

Preuve. Le lecteur pourra consulter [Kna96][page 3].

Exemple. L'algèbre de Lie de SU(2) est

su(2) = {X ∈ gl2(C), X∗ = −X, tr(X) = 0}.

Les matrices suivantes forment une base vectorielle réelle de su(2)

ξ1 =

(
0 i

2
i
2 0

)
, ξ2 =

(
0 −1

2
1
2 0

)
, ξ3 =

(
i
2 0
0 −i

2

)
.

Dé�nition 3.6. Soit V un espace vectoriel réel.
La complexi�cation de V est

V C = V ⊗R C.

V C est alors un espace vectoriel complexe si l'on dé�nit la multiplication complexe
suivante

α(v ⊗ β) = v ⊗ (αβ).

Proposition 13. La complexi�caion de l'algèbre de Lie réelle su(2) est

su(2)C = sl2(C).

Preuve. sl2(C) admet pour base le triplet (H,X−, X+), où

H =

(
1 0
0 −1

)
, X− =

(
0 0
1 0

)
, X+ =

(
0 1
0 0

)
.

Ces éléments satisfont les relations de commutation

[X+, X−] = H et [H,X±] = ±2X±.
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su(2)C a pour base (sur C) (ξ1, ξ2, ξ3) donc a également pour base

(−2iξ3,−iξ1 + ξ2,−iξ1 − ξ2) = (H,X−, X+).

Proposition 14. Soient G et H des groupes de Lie et g et h leur algèbre de Lie
avec G simplement connexe. Soit ψ : g→ h un homomorphisme.
Alors, il existe un unique homomorphisme φ : G→ H tel que dφ = ψ.

Preuve. Voir [War71][Théorème 3.27]
Voici un diagramme illustrant la preuve.

g
ψ //

exp

��
	

h

exp

��
G

∃φ
// H

Théorème 10. Soit G un groupe de Lie simplement connexe et g son algèbre de
Lie.
Il y a une bijection entre les représentations irréductibles de G et celles de g.

Preuve. Si l'on a une représentation irréductible ψ : g→ gl(V ), on peut appliquer la
proposition précédente à H = GL(V ) (et h = gl(V )) pour obtenir la représentation
irréductible φ : G→ GL(V ) correspondante.

g
ψ //

exp

��
	

gl(V )

exp

��
G

∃φ
// GL(V )

L'autre sens est beaucoup plus facile. Si l'on a une représentation irréductible
φ : G→ GL(V ), alors ψ = dφ est la représentation de g recherchée.
L'application φ 7→ dφ est surjective par la proposition précédente et injective
par [War71][Théorème 3.16].

Corollaire 2. L'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles
de SU(2) est en bijection avec celui des classes d'équivalence de représentations
irréductibles de su(2) et avec celui des classes d'équivalence de représentations ir-
réductibles de sl2(C).

Théorème 11. Pour tout entier m ≥ 1, il existe à équivalence près une unique
représentation irréductible complexe de sl2(C) de dimension m.

Preuve. (C'est la partie unicité qui nous intéresse.) Le lecteur pourra consulter
[Kna96][Théorème 1.63].

Ce qui clôture la preuve du théorème 9.
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3.4 Conclusion

Dé�nition 3.7. Soit ρ une représentation irréductible de SU(2) de dimension m.
On appelle spin total associé à ρ

j =
m− 1

2
.

Remarque fondamentale. Pour e�ectuer une certaine expérience, les physiciens uti-
lisent l'une des représentations irréductibles de SU(2).
Disons qu'ils utilisent ρ : SU(2)→ GL(H).
Alors, le spin total correspondant aux particules de l'expérience est j = dim(H)−1

2 .
Il s'agit d'un paramètre sur notre espace de Hilbert H indiquant le type des parti-
cules impliquées dans l'expérience. Par exemple, on ne peut pas décrire des électrons
et des photons à l'aide du même espace de Hilbert.

Dé�nition 3.8. Soit ρ : SU(2)→ GL(H) une représentation irréductible de SU(2)
de dimension m et (ei, i ∈ J1, nK) la base orthonormée de H correspondant aux
vecteurs propres de l'observable correspondant à la matrice semblable à

−j 0 . . . . . . 0

0 −j + 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . j − 1 0

0 . . . . . . 0 j


.

La valeur de la projection du spin d'une particule (dans une certaine direction)
l'état de celle-ci après l'opération de mesure.

Exemple. Si on étudie des électrons, il faut utiliser la représentation naturelle de

SU(2) à savoir l'application SU(2) → GL(C2) dé�nie par M 7→
(
x
y

)
7→ M

(
x
y

)
.

L'observable en question est associé à

(
1
2 0
0 −1

2

)
.

La base de vecteurs propres est (

(
1
0

)
,

(
0
1

)
).

Le spin total est 1/2.
La projection du spin d'une particule appartiendra à l'ensemble {−1/2, 1/2}.
Remarque. On a vu que les symétries fournissaient une représentation projective
de SO(3) par le théorème de Wigner. Donc lorsque l'on classe les représentations
projectives de SO(3) qui existent, on énumère les di�érents ensembles de symétries
qui peuvent agir sur les états possibles de notre particule. On associe l'ensemble
dans lequel vit l'état de spin de la particule (par exemple, {−1, 0, 1} si le spin total
est 1) à cet ensemble de symétries. Le spin n'est rien d'autre qu'un nombre qui
permet de classi�er les propriétés de symétrie qu'une particule peut posséder.

Voici, pour �nir, une classi�cation des particules élémentaires en fonction de leur
spin :

Spin total Particules élémentaires
0 boson de Higgs
1
2 électron, positron, neutrino, quark,. . .
1 photon, gluon, boson W±, boson Z0

2 graviton ?
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Remarque. Le spin de particules composées, comme le proton ou le neutron, est
constitué des spins des particules qui les composent auxquels s'ajoute le moment
angulaire des particules élémentaires l'une par rapport à l'autre. Ici, il vaut 1

2 .

Remarque. Le noyau de p, l'application de revêtement, est {±1} et est donc de
cardinal 2. On dit que SU(2) est un revêtement d'ordre 2 de SO(3). En fait,
lorsque l'on fait de la mécanique classique, on n'utilise que la moitié des représen-
tations irréductibles de SU(2). En e�et, avec la mécanique quantique, les états sont
maintenant des éléments de l'espace projectif : on utilise les représentations projec-
tives alors qu'en mécanique classique, on n'utilisait les représentations ordinaires
de SO(3). En mécanique classique, les représentations de SU(2) utilisées sont les
représentations de dimension impaire c'est-à-dire les représentations correspondant
à un spin entier. Les particules ayant un spin entier sont des bosons. La mécanique
quantique, par sa structure plus riche, nous permet de décrire, en plus, les fermions
comme par exemple, les électrons.
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multiplicateur, 15

norme (B-rayon), 4

observable, 5
opérateur, 5
orthogonale (matrice), 24

produit scalaire hermitien, 4
projection du spin, 29

quaternions, 24

rayon unitaire, 4
représentation, 8
représentation projective, 14
revêtement, 18

séparé, 14
séparable, 4
section, 18
semi-localement simplement connexe, 19
semi-simple (groupe), 14
sesquilinéaire, 4
simplexe singulier, 17
simplexe standard, 16
spin total, 29
symétrie, 10

trivialisation (revêtement), 18

unitaire (matrice), 24
unitaire (opérateur), 10
universel (revêtement), 19
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